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Se estudia el ampo de Dira para fermiones sin masa. Considerando transformaiones quirales en el
ampo de Dira se obtienen funiones de onda desaopladas en las uales al onsiderar la masa de la
partíula omo nula se obtiene un ampo que desribe fermiones sin masa.
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Dira eld for massless fermions
The Dira eld of massless fermions is analyzed. Considering hiral transformations in Dira eld we
obtain unoupled wave funtions in whih making the mass partile null a eld desribing the massless
fermions is obtained.
Keywords: Quantum eld theory, elementary parti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s, standard model.
1. Introduión
Las partíulas en el universo se dividen en dos gru-
pos: los fermiones (eletrones, neutrinos, quarks) y los
bosones (fotones, gluones, W,Z). Estos grupos se dis-
tinguen por la ontribuión que realizan a la onstru-
ión y estabilidad del universo. Los fermiones son aque-
llas partíulas que forman la materia, entre las uales se
ejeren fuerzas, y que maniestan a través del operador
de interambio autoestados antisimétrios debido a sus
espínes semienteros (1/2, 3/2, 5/2, . . .).
Los bosones son los propagadores que transportan
las fuerzas entre fermiones, los uales maniestan a tra-
vés del operador de interambio autoestados simétrios
debido sus espínes enteros (1 para el fotón y 2 para el
gravitón). En general, para estudiar el ampo fermióni-
o lo haemos mediante la euaión de Dira, la ual es
apropiada para el estudio de fermiones de espín 1/2 y la
euaión de Rarita-Shwinger para fermiones de espín
3/2 la ual es una euaión de ampo relativista similar
a la euaión de Dira.
En los últimos años se ha inrementado los trabajos
aera de fermiones sin masa, sin embargo, ya desde los
años 60 surgen los primeros indíios del problema de la
masa del neutrino on el experimento de R. Davis[1℄.
Los neutrinos originalmente se introduen en el modelo
estándar, omo un fermión de espín 1/2, sin masa y por
lo tanto on quiralidad izquierda.
Desde el año 2004[2℄, el interés sobre los fermiones
sin masa se ha renovado por la observaión experimen-
tal de que los portadores de arga en el grafeno semejan
en el punto de Dira, donde las bandas de valenia y de
onduión se superponen, a los fermiones sin masa que
se mueven asi relativístiamente, on una veloidad de
Fermi, vF ≈ /300[3℄. Debido a estas extraordinarias
propiedades del grafeno se ha sugerido la posibilidad de
observar por primera vez en un sistema de estado sólido
la paradoja de Klein, en la que las partíulas relativís-
tias no sufren reexión ante una barrera de potenial
alta y gruesa[4℄.
Desde una perspetiva formativa y didátia, en el
presente trabajo analizamos el ampo de Dira en la
que onsideramos el aso espeial en que la masa de las
partíulas es nula para ser tratada omo una euaión
de Weyl.
2. Campo de Dira
La euaión de Dira desribe partíulas fermiónias
de espín 1/2 mediante un ampo fermiónio. La eua-
ión de Dira para partíulas de masa m es[5℄
i~
∂ψ(x)
∂t
=
h
cα(i~∇) + βmc2
i
ψ(x) (1)
*
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la ual puede ser desrita omo
i~γ
µ ∂ψ(x)
∂xµ
−mcψ(x) = 0 (2)
donde
γ
o = β, γi = βαi, i = 1, 2, 3
son las matries de Dira que satisfaen las relaiones
de antionmutaiónˆ
γ
µ
, γ
ν˜
+
= 2gµν (3)
y las ondiiones de hermitiidad γ0† = γ0 y γj† = −γj
para j = 1, 2, 3, de modo que se umple
γ
µ† = γ0γµγ0 . (4)
Si ψ(x) es una funión de onda espinorial on uatro
omponentes ψα(x), α = 1, 2, 3, 4, el ampo adjunto es
denido por
ψ¯(x) = ψ†(x)γ0 (5)
y satisfae la euaión adjunta de Dira
i~
∂ψ¯(x)
∂xµ
γ
µ −mcψ¯(x) = 0 . (6)
Las euaiones de Dira (2) y (6) pueden derivarse
de la densidad lagrangiana
L = cψ¯(x)
»
i~γ
µ ∂
∂xµ
–
ψ(x) (7)
por variaión de la aión respeto a los ampos ψα y
ψ¯α se obtienen los momentos onjugados
8>>><
>>:
piα(x) =
∂L
∂ψ˙α
= i~ψ†α
p¯iα(x) =
∂L
∂ ˙¯ψα
.
(8)
Usando las euaiones (7) y (8) se obtiene la densidad
hamiltoniana y el momentum para el ampo de Dira,
los uales vienen expresados por
H =
Z
dx
3
ψ¯(x)
h
− i~cγj ∂
∂xj
+mc2
i
ψ(x) (9)
y
P = i~
Z
dx
3
ψ
†(x)∇ψ(x) , (10)
respetivamente, onsiderando un volumen V on on-
diiones de ontorno periódias. La euaión de Di-
ra(2) posee uatro soluiones independientes, éstas
pueden expresarse omo[6℄
8>>><
>>:
ur(p)
e−ip/~
2
√
V
νr(p)
eip/~
2
√
V
, r = 1, 2 ,
(11)
donde ur(p) y νr(p) son espinores que satisfaen las
euaiones
8><
>>:
“
p−mc
”
ur(p) = 0
y“
p+mc
”
νr(p) = 0, r = 1, 2
(12)
de modo que p = γ
µpµ.
3. Campo de Dira para fermiones sin
masa
Considerando en el ampo de Dira las transforma-
iones quirales siguientes
8><
>:
Ψ(x)→ Ψ′(x) = eiαγ5Ψ(x)
Ψ†(x)→ Ψ′†(x) = e−iαγ5Ψ†(x)
(13)
donde α es un parámetro real arbitrario, la densidad
lagrangiana (7) reesrita omo
L = i~cΨ¯(x)γµ∂µΨ(x)−mc2Ψ¯(x)Ψ(x) (14)
puede ser transformada, usando las euaiones (13) en
la (14), obteniendo una densidad lagrangiana L′ dada
por
L
′ = i~cΨ¯(x)γµ∂µΨ(x)−mc2Ψ¯(x)e2iαγ5Ψ(x) . (15)
Comparando las dos últimas euaiones, (14) y (15), se
dedue que la densidad lagrangiana es invariante si la
masa es nula, de modo que
L
′ = L = i~cΨ¯(x)γµ∂µΨ(x) (16)
y apliando el teorema de Euler-Lagrange a la euaión
(16) obtenemos las formas direta y adjunta
8<
:
i~cγ
µ
∂µΨ(x) = 0
i~c∂µΨ¯(x)γ
µ = 0 ,
(17)
respetivamente, que al apliarles las relaiones [γ5]2 =
1 y γ5 = γ5, obtenemos
∂µ
h
Ψ¯(x)γµγ5Ψ(x)
i
= 0 . (18)
Esta última euaión es onoida omo la densidad de
arga-orriente uadrimensional Sµ general, pero omo
se obtuvo a partir de una transformaion quiral (1) és-
ta tiene un aráter pseudovetorial de la densidad de
arga-orriente onoida omo JαA on las mismas ara-
terístias que Sµ[7℄. Por tanto, obtenemos una densidad
JαA onsiderando la masa nula de las partíulas,
J
α
A = Ψ¯(x)γ
α
γ5Ψ(x) . (19)
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Sin perder generalidad, la funión de onda Ψ es di-
vidida en dos omponentes para un estudio más deta-
llado, omúnmente en funiones de ondas positivas y
negativas. En el aso partiular en el que interviene la
transformaión de fase quiral, las omponentes son de-
nominadas funiones de onda de dereha e izquierda,
ΨR y ΨL, respetivamente.
Ψ = ΨR +ΨL (20)
donde ΨR y ΨL dependen del parámetro α y de la ma-
triz γ5 .
De la euaión (14) y (20) obtenemos la densidad
lagrangiana total para ambas omponentes
L =
h
i~cΨ¯Rγ
µ
∂µΨR −mc2Ψ¯RΨR
i
+
h
i~cΨ¯Rγ
µ
∂µΨL −mc2Ψ¯RΨL
i
+
h
i~cΨ¯Lγ
µ
∂µΨR −mc2Ψ¯LΨR
i
+
h
i~cΨ¯Lγ
µ
∂µΨL −mc2Ψ¯LΨL
i
. (21)
Usando las euaiones de Euler-Lagrange para el
lagrangiano dado por la euaión (21) obtenemos las
euaiones de Dira orrespondientes

i~c[(∂µΨ¯R)γ
µ + (∂µΨ¯L)γ
µ] +mc2(Ψ¯R + Ψ¯L) = 0
i~c[γµ(∂µΨR) + γ
µ(∂µΨL)]−mc2(ΨR +ΨL) = 0 ,
(22)
ordenándolos adeuadamente obtenemosh
i~γ
µ
∂µ −mc
i
ΨR +
h
i~γ
µ
∂µ −mc
i
ΨL = 0 . (23)
Reemplazando (20) en (23), se obtiene
i~γ
µ
∂µΨ−mcΨ = 0 . (24)
Esta es onoida omo la euaión de Dira direta,
que es idéntia a la que se obtendría si se apliara la
euaión de Euler-Lagrange diretamente sobre la den-
sidad lagrangiana general.
Usando la euaión (24) y sumando en ambos térmi-
nos γ5 y realizando un artiio matemátio obtenemos
h
i~γ
µ
∂µ −mc
i“1 + γ5
2
”
Ψ+
h
i~γ
µ
∂µ −mc
i“1− γ5
2
”
Ψ = 0 . (25)
Comparando las euaiones (23) on (25) se dedue
las siguientes relaiones:
8><
>>:
ΨR = (
1 + γ5
2
)Ψ
ΨL = (
1− γ5
2
)Ψ
(26)
donde los fatores que aompañan a la funión de onda
son denominados operadores de proyeión Pˆ±[8℄ de-
nidos por
Pˆ± =
„
1± γ5
2
«
. (27)
Cabe menionar que la euaión (26) se obtuvo de
la densidad lagrangiana general (14), es deir, es inde-
pendiente respeto a si la partíula posee masa o no. De
la euaión (23), observamos que las funiones de onda
ΨR y ΨL están aopladas on la masa de la partíula;
es deir, una depende de la otra, por tal motivo si se de-
sea que ambas funiones sean independientes debemos
onsiderar que la masa de la partíula tienda a haerse
nula.
Representando la funión de onda omo una matriz
olumna tenemos
Ψ =
„
ΨL
ΨR
«
, (28)
ahora transformando la euaión de Dira en su forma
matriial y reemplazando la euaión (28) obtenemos
las funiones de onda aopladas8<
:
i~∂oΨL + i~σ¯ · ∇ΨR = mcΨL
−i~∂oΨR − i~σ¯ · ∇ΨL = mcΨR .
(29)
Tomando el límite m → 0 obtenemos las funiones de
onda desaopladas, onoidas también omo las eua-
iones de Weyl[9, 10℄8<
:
∂oΨL = σ¯ · (∇ΨR)
∂oΨR = −σ¯ · (∇ΨL) ,
(30)
donde γo y γ¯ son estándares y σ¯ es la matriz de
Dira[11℄.
Estas euaiones pudieron haberse obtenido tam-
bién al onsiderar el límite de masa nula diretamente
en la densidad lagrangiana (21), de ese modo, usando
las euaiones (17) y (26) se obtiene que8<
:
Ψ¯RΨL = Ψ¯LΨR = 0
Ψ¯Lγ
µ
∂µΨR = Ψ¯Rγ
µ
∂µΨL = 0 ,
(31)
onsiderando m = 0 en la euaión (21) y usando la
euaión (31) obtenemos
L = i~cΨ¯Rγ
µ
∂µΨR + i~cΨ¯Lγ
µ
∂µΨL . (32)
La euaión de Dira para esta densidad lagrangia-
na es
i~cγ
µ
∂µΨR + i~cγ
µ
∂µΨL = 0 , (33)
luego, usando (33) y (31) en (32) obtenemos
L = i~cΨ¯Lγ
µ
∂µΨL (34)
de la ual se obtienen las funiones de onda mano iz-
quierda y de forma análoga mano dereha.
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4. Conlusiones
Para desribir de manera adeuada el omporta-
miento de una partíula que atúa bajo una transfor-
maión quiral, ésta debe umplir neesariamente on
la ondiión de que la masa sea nula. Las euaiones
de movimiento tanto de mano dereha omo de mano
izquierda de las funiones de onda se desligan una de
la otra a partir de la onsideraión de masa nula, y de
esta manera, ambas son independientes para desribir
la dinámia de ada una en partiular. Las densidades
lagrangianas de la euaión (34) se ha obtenido únia-
mente al onsiderar que la partíula tenga masa nula y
que se podría apliar al aso de neutrinos.
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